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Introduction

About

Hier sind die wichtigsten Konzepte der NumProg Vorlesung von Dr. Hans-Joachim Bungartz im
Wintersemester 2022/2023 zusammengefasst.

Die Mitschriften selbst sind in Markdown geschrieben und werden mithilfe einer GitHub-Action
nach jedem Push mithilfe von Pandoc zu einem PDF konvertiert.

Eine stets aktuelle Version der PDFs kann tiber https://manuellerchner.github.io/numprog/numeris
ches_programmieren_IN0019_WS2223 merge.pdf heruntergeladen werden.

Implementation

Auflerdem befindet sich eine Implementation von verschiedenen Algorithmen im Ordner /algorithms
auf GitHub. Diese sind in Python und unter der Verwendung von NumPy geschrieben.

How to Contribute
1. Fork this Repository
2. Commit and push your changes to your forked repository
3. Open a Pull Request to this repository

4. Wait until the changes are merged

Contributors

A



https://pandoc.org/
https://manuellerchner.github.io/numprog/numerisches_programmieren_IN0019_WS2223_merge.pdf
https://manuellerchner.github.io/numprog/numerisches_programmieren_IN0019_WS2223_merge.pdf
https://github.com/ManuelLerchner/numprog
https://numpy.org/
https://github.com/ManuelLerchner/numprog
https://github.com/ManuelLerchner/numprog/graphs/contributors

Inhaltsverzeichnis

Introduction . . .
About . . .

Implementation . . . . . . . . ...
How to Contribute . . . . . . . . . . . ..

Contributors

Floating-Point Arithmetik

Fixed-Point . . . . . . . . e
Floating-Point . . . . . . . . . e
Kleinste bzw. grofite Zahl . . . . . . . . . ...
Maximalen relativen Abstand zweier Float-Zahlen . . . . . ... ... ... ... ..
Rundung . . . . . e
Rundungsmodi . . . . . . .. . L
Rundungsfehler . . . . . . .. . Lo
Fehleranalyse . . . . . . . . . e e
Vorwérts Fehleranalyse . . . . . . . . . . . .
Riickwarts Fehleranalyse . . . . . . . . .. ... L L oo
Kondition . . . . . . . . e e
Akzeptable Ergebnisse . . . . . . .. Lo
Numerische Stabilitdt . . . . . . . . ..

Polynom-Interpolation

Problem . . . . .

Lagrange Polynomials . . . . . . . . . . .. . . ...
Chebyshev Polynomials . . . . . . . . . . .. .. ... ...
Bernstein Polynomials . . . . . . . . ... Lo
Variationen der Problemstellung . . . . . . . . . ... .. oo

Algorithmen . . .

Schema von Aitken und Neville . . . . . . ... . .. L o
Newton Interpolation . . . . . . . . . . . . . e
Kondition von Interpolationspolynomen . . . . . . . .. .. ... . o oL

Polynom - Splines
Definition . . . .
Kubische Splines

Trigonometrische Interpolation

Definition . . . .

Diskrete Fourier Transformation . . . . . . . . . . . . .
Inverse Diskrete Fourier Transformation . . . . . . . . . . . . . ... ... ......
Fast Fourier Transformation . . . . . . . . . . . . . . .

Numerische Quadratur

Problem . . . . .

Kondition der numerischen Quadratur . . . . . . . . ... .. .. ... .. ...

Algorithmen . . .

Rechteckregel . . . . . . . . . e

Trapezregel

10
10
10
10
11
11
11
11
12
13

14
14
14

16
16
16
16
17



Kepler'sche Regel . . . . . . . . . . o o
Trapezregel mit mehreren Teilintervallen . . . . . . . . .. .. ... .. ... .....
Simpson’sche Regel . . . . . . . . . L
Nicht gleichméBige Gitter . . . . . . . . . . . . . e
Extrapolation . . . . . . . ..o
Monte Carlo Integration . . . . . . . . . . . .. L
Gaussian Quadrature . . . . . ... oL e
Archimedes Quadrature . . . . . . . . . ..

Lineare Gleichungssysteme

Arten von Matrizen . . . . ... L

Volle Matrizen . . . . . . . . . . . e e

Sparse Matrix . . . . . . . . L.
Losungsverfahren . . . . . . . . . oL e
Vektor Normen . . . . . . . . . oL e
Matrix Normen . . . . . . . . . oL e
Kondition Losen von Gleichungssystemen . . . . . . . . . ... .. ... ... .......
Das Residuum . . . . . . . . e e
LR-Zerlegung . . . . . . . o e
Cholesky-Zerlegung . . . . . . . . . . .. e
Pivotsuche . . . . . . . oL

Ordinary Differential Equations
Definition . . . . . . . L
Initial Conditions . . . . . . . . . . . L
Boundary Conditions . . . . . . . . . . . ..
Analytical Solution . . . . . . . . .. e
Lipschitz Condition . . . . . . . . . . . . . e
Condition of Differential Equations . . . . . . . . ... ... . oo oo
Differential Equations as Integration Problems . . . . . .. ... .. ... .. .......
Numerical Solutions . . . . . . . . ..
Finite Difference Method / Euler Method . . . . . .. .. ... ... ... ......
Method of Heun . . . . . . . . . . . . e
Runge-Kutta Method . . . . . . .. . . .. .
Consistency and Convergence . . . . . . . . . . .« o v it e e
Local Discretization Error . . . . . . . .. ... L
Global Discretization Error . . . . . . . . . . .. ..
Multistep Methods . . . . . . . . . ..
Adams-Bashforth Method . . . . . . . . . ... ...

Iterative Methods
Introduction . . . . . . . . . e e
Terminology . . . . . . . . L e
Relaxation Methods . . . . . . . . . . .
Richardson Iteration . . . . . . . . .. .. .. L
Jacobi Iteration . . . . . . .. L
Gauss-Seidel Tteration . . . . . . . . . ..
SOR Iteration . . . . . . . . . . . . e
convergence of those Methods . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... . ...,
Minimization Methods . . . . . . . . . . . L
Method of Steepest Descent . . . . . . . . . . .. ...
Conjugate Direction Method . . . . . . . . . . . .. .. ... ...
Root finding of Nonlinear Systems of Equations . . . . . . . ... ... ... ... .....
Bisecting Method . . . . . . . . . . L
Regula Falsi Method . . . . . . . . .. . .
Secant Method . . . . . . . ..
Newton-Raphson Method . . . . . . . .. ... .. .. .. o,
Multidimensional Root Finding . . . . . . . . . . ... . o o
Jacobian Matrix . . . . . .. L
Newton-Raphson Method for Multidimensional Systems . . . . ... .. .. ... ..

21
21
21
21
21
22
22
22
22
23
23
23

24
24
24
24
24
24
25
25
25
25
26
26
27
27
27
27
27



Improved Newton-Raphson Methods for Multidimensional Systems . . . . . . . . .. 34

Multigrid Methods . . . . . . . . . oL 34
Eigenvalue Problem 36
Symmetric Eigenvalue Problem . . . . . . . ... ... 36
Naive Algorithm . . . . . . . . . . . . . e 36
Vector Tteration . . . . . . . . . . e 36

QR Tteration . . . . . . . . L 37

Cost . . o 38
Improving the Convergence . . . . . . . . . . . . e 38
Householder Transformations . . . . . . .. . ... .. ... .. ... ... 38
Cheatsheet 39
Float . . . . o e e 39
IEEE Floating Point . . . . . . . . . .. . . . 39
Machinengenauigkeit . . . . . .. ... L Lo 39
Runden . . . . . . . . e 39
Ausloschung . . . . . .. L 39
Kondition . . . . . . . oL 39
Stabilitdt . . . . . . e 39
Interpolation . . . . . ... 40
Basispolynome . . . . . ... 40
Interpolationfehler . . . . . . . . .. L 40
Aitken-Neville Interpolation . . . . . . . .. . ... L L 40
Newton Polynominterpolation / Dividierte Differenzen . . . . . . . ... . ... ... 40
Runge Effekt . . . . . . . . . e 41
Stiickweise Hermite-Interpolation . . . . . . . . . . . . .. ... L 41
Hermit Basispolynome . . . . . . . . . ... L 41
Splines . . . . . L 41
Fourier Transformation . . . . . . . . . . . . . . e 41
DET .« e 42
IDET . . e 42
Zusammenhang . . . . . .. ..o e 42
TFFT . . o 42
Integration . . . . . . . . . e e 42
Rechteckregel . . . . . . . . . 42
Trapezregel . . . . . . . L 42
Keplersche Regel . . . . . . . . . . 43
Romberg-Integration . . . . . . . ... L oo 43
Gauss-Quadratur . . . . . ... oL 43
Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . .. L e 43
Kondition von Matrizen . . . . . . . . .. ... o 43
Residuum . . . . . . . . o 44
Gauss Elimination . . . . . . . .. ..o 44
LR-Zerlegung . . . . . . . . . e 44
Cholesky-Zerlegung . . . . . . . . . . .. 44
Differentialgleichungen . . . . . . . . . . L 45
Trennung der Variablen . . . . . . .. .. ... Lo 45
Explizites Euler-Verfahren . . . . . . . . . . .. ... oo 45
Implizites Euler-Verfahren . . . . . . . . . .. ... o o 45
Heun-Verfahren . . . . . . .. .. . o L 45
Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . . .. ... . L 45
Mittelpunktsregel . . . . . . . ..o 45
Konsistenz . . . . . . . . . o 46
Stabilitdt (ode) . . . . . .. 46
Steitheit . . . . . . . L 46
Konvergenz . . . . . . . . . e 46
Iterative Gleichungsloser . . . . . . . . . . . . . e 46
Richardson-Iteration . . . . . . . . . . . .. L 46



Jacobi-Iteration . . . . . . . . . e e e e 46

Gauss-Seidel-Tteration . . . . . . . . . .. 46
Steepest-Descent-Iteration . . . . . . . . . . . . ... 46
Conjugate-Gradient-Iteration . . . . . . . . . . . .. ... 46
Nullstellen . . . . . . . . . e 47
Bisektionsverfahren . . . . . . . . . ... 47
Regula Falsi . . . . . . . . oo o 47
Sekantenverfahren . . . . . . . . . .. .. 47
Newton-Verfahren . . . . . . . . . . . . .o 47
Symetrische Eigenwertprobleme . . . . . . . . . ... 47
Reyleigh-Quotient . . . . . . . . . . L 47
Power-Iteration . . . . . . . . . .. e 47
Inverse-Iteration . . . . . . . . . .. e 47
Rayleight Quotient Iteration . . . . . . . . . . . . ... ... 48
QR-Zerlegung . . . . . .. 48



Floating-Point Arithmetik

Fixed-Point
Bei Fixed-Point wird die Zahl in eine ganze Zahl und eine Bruchzahl aufgeteilt. Diese werden jeweils

“normal” kodiert.

o Nachteile:
— Schneller Overflow, da nur kleine Zahlen dargestellt werden kénnen
— Konstanter Abstand zwischen zwei Zahlen. Oft nicht bendotigt.

Floating-Point

Eine Floating-Point Zahl wird in Mantisse und Exponent aufgeteilt. Zusammen mit einem Vorzei-
chenbit, lasst sich so ein sehr grofler Wertebereich darstellen.

o Definition normalisierte, t-stellige Float-Zahl

e Fp,={M -BF | M,E € ZA M ohne fithrende Nullen bzw: B'~! < M < Bt}
e Fpiap={M-BE | M,E€Z & M ohne fiihrende Nullen A o < E < 3}

o Wobei gilt:

o B Basis

— t Anzahl der signifikanten Stellen
— « kleinster moglicher Exponent
— [ grofiter moglicher Exponent

o Vorteile:

— Grofler Wertebereich, da variable Abstinde zwischen zwei Zahlen

Kleinste bzw. grofite Zahl

In einem solchen System ist:

e 0 = B'"!. B“ die kleinste positive Zahl, die dargestellt werden kann.
e A= (B! —1)- B? die grofite positive Zahl, die dargestellt werden kann.

Beispiel:

e Mit B=10und t =4 und o = —2 und 8 = 1 ergibt sich:
—0o=10*1-10"2=10
— A= (10* — 1) - 10* = 99990

Maximalen relativen Abstand zweier Float-Zahlen

Die Auflésung einer Float-Zahl ist der maximale relative Abstand zu einer anderen Float-Zahl. Sie
berechnet sich wie folgt:

. Q:Blft

Beispiel:



o Mit einer Basis von B = 2 und ¢ = 4 Stellen ergibt sich; p < 273 = 0.125. Damit ist der
maximale relative Abstand zwischen zwei Float-Zahlen 0.125.

Rundung

Da nur eine endliche Anzahl von Float-Zahlen existieren, muss grundsétzlich nach jeder Operation
gerundet werden.

Diese Rundungsfunktion wird als rd(x) bezeichnet: Es gilt:

e rd:R—TF

o surjektiv: Vf e FIx e R=rd(z) = f
o idempotent: rd(rd(z)) = rd(x)

o monoton: x <y = rd(z) < rd(y)

Rundungsmodi
1. Abrunden:
o rd_(x) = fi(z) wobei fi(z) die néchstkleinere Float-Zahl ist.
2. Aufrunden:
o rdy(x) = fr(x) wobei f.(x) die nidchstgrofere Float-Zahl ist.
3. Abschneiden (Runden in Richtung 0):
o rdo(z) = f_(x) wenn z > 0 und fi(x) wenn z < 0.
4. Korrektes Runden:

o Rundet immer zur néchstgelegenen Float-Zahl.
o Falls die nichstgelegene Zahl gleich weit entfernt ist, wird die Zahl mit gerader Mantisse
gewahlt.

Rundungsfehler
Durch jeden Rundungsschritt entsteht zwangsliufig ein Rundungsfehler.

¢ Absolute Rundungsfehler:
— rd(x) —x

¢ Relative Rundungsfehler:
_ rd(z)—=z

— Dieser Rundungsfehler kann bei direktem Runden mit: |e| < g abgeschétzt werden.
— Bei korrektem Runden gilt: e[ < 1 - p

Durch diese Konstruktion des relativen Rundungsfehlers, gilt:
o rd(x)=xx(1+¢)

Um die Operationen, welche Rundungsfehler verursachen, von den “sauberen” Operationen zu
unterscheiden, wird eine neue Notation eingefiihrt:

e a % b bezeichnet den Wert der Multiplikation ohne Rundung
e a % b bzw. rd(a * b) bezeichnet den Wert nach der Rundung

Es gibt zwei Moglichkeiten, die entstehenden Rundungsfehler zu modellieren:
1. Als Funktion des exakten Ergebnisses: (Starke Hypothese)

e akb= f(axb)=(axb) - (1+¢)
— Diese Variante wird von fast allen Systemen unterstiitzt.

2. Als Funktion der Rundungsfehler der Operanden: (Schwache Hypothese)
e akb=f(a,b)=(a-(1+e€))x(b-(1+e€))



Wobei alle e-Werte betragsméfig durch die Maschinengenauigkeit € begrenzt sind. Diese entspricht
je nach verwendetem Rundungsmodus entweder g oder % - 0.

Achtung:
Die gerundeten Varianten der Operatoren sind nicht mehr assoziativ!
e (akb)kc#a* (b*c)

Auflerdem findet Absorption statt. Das bedeutet, dass z.B. bei der Subtraktion von dhnlich grofien
Zahlen, die Anzahl der signifikanten Stellen deutlich abnimmt. Und dadurch ein extrem hoher
Rundungsfehler entsteht.

Fehleranalyse

Es gibt die Moglichkeit der Vorwérts- und Riickwértsfehleranalyse.

Vorwarts Fehleranalyse
Hierbei wird das Ergebnis als Funktion des exakten Ergebnisses modelliert.

e atb=(a+b)-(1+¢)
e akb=(axb) - (1+¢)

Diese Modellierung ist einfach, jedoch in der Praxis nur schwer berechenbar, da die Fehler korreliert
sind.
Riickwarts Fehleranalyse

Hierbei wird das Ergebnis als Funktion der Rundungsfehler der Operanden modelliert.

eat+b=(a-(14€)+ (- (1+¢)
e akb=(a-V1+¢€*(b-vV1+e)

Kondition

Die Kondition eines Problems ist ein Ma8 fiir die Sensitivitit des Problems gegeniiber Anderungen
der Eingabedaten. Diese ist unabhinging vom verwendeten Algorithmus.

Ist ein Problem gut konditioniert, so ist es sehr stabil gegeniiber kleinen Anderungen der Eingabedaten.
Bei solchen Problemen lohnt sich die Verwendung eines guten Algorithmus.

Ist ein Problem schlecht konditioniert, so ist es sehr empfindlich gegeniiber kleinen Anderungen der
Eingabedaten. Somit hat sogar der bestmogliche Algorithmus keinen signifikanten Einfluss auf die
Genauigkeit des Ergebnisses. Da dieses ohnehin durch die Fehlerfortpflanzung dominiert wird.

Man betrachtet wiederum den absoluten und den relativen Fehler:

o erreps = f(x + dx) — f(x)
® CTTrel = 7f(t+;?a):)_f(r)

Die Konditionszahl wird nun wie folgt definiert:

o kondgps = “gte
o kondy = “5red

T

Im Algemeinen ist die Konditionszahl eines Problems p(x) bei der Eingabe z als:

« kond(p(x)) = %52

Laut dieser Definition haben alle Grundrechenarten, aufier die Addition / Subtraktion, eine Konditi-
onszahl von ca. 1 und sind somit gut konditioniert.

Die Subtraktion ist schlecht konditioniert, da sie bei ca. gleich grofien Zahlen zu einem extrem hohen
relativen Fehler fiihren kann.

Beispiele fiir gute und schlechte Kondition:



¢ Gut konditionierte Probleme:

— Berechnung der Flache eines Rechtecks

— Berechnung von Schnittpunkten von fast orthogonalen Geraden
e Schlecht konditionierte Probleme:

— Berechnung von Nullstellen von Polynomen

— Berechnung von Schnittpunkten zweier fast paralleler Geraden

Akzeptable Ergebnisse

Ein numerisch akzeptables Ergebnis ist dann gegeben, wenn das berechnete Ergebnis, auch als
exaktes Ergebnis von nur leicht gestorten Eingabedaten erklart werden kann.

o § ist akzeptables Ergebnis fir y = f(x), wenn g € {f(Z) | Z nahe von x}

Numerische Stabilitat

Ein Algorithmus ist numerisch stabil, wenn fiir alle erlaubten Eingabedaten ein akzeptables Ergebnis
berechnet wird.

o Die Grundrechenarten sind numerisch stabil (Basierend auf schwacher Hypothese)
¢ Die Komposition von numerisch stabilen Algorithmen ist nicht zwingend stabil

Beispiel:
e Numerisch instabil:
— Berechnung der Wurzel als: z = (g)2 —-q— 5
e Numerisch stabil:

— Berechnung der Wurzel als: x =



Polynom-Interpolation

Problem

Fiir eine gegebene Funktion f(x), suchen wir eine Funktion p(x) welche einfach zu konstruieren
und fiir weitere Anwendungen nutzbar ist. p(x) soll dabei f(x) anndhern und einen geringen Fehler
aufweisen.

Der resultierende Fehler ist ein Maf fir die Qualitat der Approximation. Dieser wird als Fehlerterm
bzw. Remainder bezeichnet.

Wobei £ ein Punkt zwischen xy und z,, ist.

Lagrange Polynomials

Bei der Lagrange Interpolation werden Basisfunktionen verwendet, welche jeweils an allen Stiitzstellen,
bis auf der Stelle z;, den Wert 0 annehmen.

Das Resultierende Polynom ergibt sich dann als:

p(a) =Sy Lila)
1=0

Chebyshev Polynomials

Die Basisfunktionen fiir die Interpolation sind die Chebyshev Polynome. Diese sind definiert als:

To(m‘) =1
Ti(z)==x
Tit1(z) =22 - T (x) — T—1 (@)

Damit lassen sich die dazu gehorigen Koeffizienten berechnen:

G
ao_ﬂ/_liﬁ_ﬁdx

2 [ f(x) Ti(x)
ak_;/,liﬁ—m@ dx

Die Interpolation ist dann gegeben durch:

10



p(x) =Y arTi(w)
k=0

Bernstein Polynomials

Mithilfe der Bernstein Polynome lésst sich die Interpolation durch Bezier Kurven realisieren. Diese
sind definiert als:

Die Interpolation ist dann gegeben durch:

plt) = S BB
i=0
Hierbei stellen b; die Kontrollpunkte dar. (Diese kénnen auch héherdimensional sein)

Variationen der Problemstellung

Es gibt zwei verschidenen Anwendungen der Interpolation welche auftreten konnen:
1. Simple Nodes

o Man hat eine Menge von Punkten P = {(z9,¥0), (1,¥1),-- -, (Zn,Yn)}, welche durch ein
Polynom interpoliert werden sollen.
e Diese Variante wird auch als Lagrange Interpolation bezeichnet.

2. Multiple Nodes

o Man hat heine Menge von Knoten P = {(zo, y0,90), (€1,Y1,Y1)s - - - » (Tn, Yn, Yh, ) } welche
durch ein Polynom interpoliert werden sollen.

o Hierbei ist y; die Ableitung von y;.

e Diese Variante wird als Hermit Interpolation bezeichnet.

Algorithmen

Schema von Aitken und Neville

Wenn man nicht an der expliziten Representation des Interpolationspolynoms interessiert ist, sondern
nur den Funktionswert an einem festen x Wert bestimmen mochte eignet sich das Schema von
Aitken und Neville.

Algorithmus:

1. Initialisiere konstante Polynome welche den Funktionswert an den Stiitzstellen annehmen.
* P00 = Y0,P1,0 =¥Y1,---,Pn,0 = Yn
2. Verfeinere rekursiv die Polynome durch die Kombibation mehrerer Polynome.

© Pij =it i1 (@) + S Pie-1 (@)

Zur Berechnung mit Hand kann folgendes Schema herangezogen werden:
Als Pseudo-Code:

Diese Form der Interpolation eignet sich nur, wenn nur relative wenige Werte ausgewertet werden
miissen. Ansonsten lohnt sich die Bestimmung des expliziten Polynoms.

11



z; |i\k 0 1 2
zo | 0 | p0,0)=yo — p[0,1] — p[0,2] —

T 1 | p,0l=y1 — p[L,1] —

T 2 | p2,0] =92 —

Abbildung 1: Dreiecks-Schema fiir Aitken-Neville

for i=0:n; pli,0]:=f_x[i]; end
for k=1:n
for i=0:n-k
pli,k] := pl[i,k-11 + (x—x[i]l)/(x[i+k]-x[i]1)*(p[i+1,k-1] - pl[i,k-11);
end
end

Abbildung 2: aitken_ neville_ code

Newton Interpolation

Die Newton Interpolation ist eine spezielle Form der Lagrange Interpolation. Hierbei werden die
Koeffizienten des Polynoms durch die Differenzenquotienten der Stiitzstellen bestimmt.

Algorithmus:

1. Initialisiere die Differenzenquotienten
o [wilf=f(xi)=wi
2. Rekursiv berechne die Differenzenquotienten
. [zi Tit1, ... xz’+k]f _ [rig1se @ikl f—[@is o @ig el f

Titk—Tq
Die Interpolation ist dann gegeben durch:
n i—1
p(x) = Z[zo, X1y x)f H(:z: —z;)
i=0 §=0

Diese Methode eignet sich gut, um die explizite Form des Polynoms zu erhalten. Aulerdem ist es
leicht moglich, weitere Stiitzstellen hinzuzufiigen.

Der entstehende Fehler ist hierbei O(h"*!). Wobei h die Distanz zwischen den Stiitzstellen ist.

Auch fir die Newton Interpolation gibt es ein Schema fiir die hdndische Berechnung;:

z |i\k 0 1 2

x| 0 Jeco=vw — €1 — Co2 —
2 1 |ao=m — c1 —
—>

Ty 2 | =1

Abbildung 3: newton__interpolation_ schema

Dementsprechend sind auch die Variablen in den Formeln anders benannt:

12



Ci0 =f($1) =i

G k1 — Gk
Cipg =— .

Titk — Ly
n—1
p(.’L‘) = C(),()'i‘()(),l . (:L'—ZE()) + ...+C()5n . H(I—Ei) .
1=0

Abbildung 4: newton__interpolation_ formeln

Kondition von Interpolationspolynomen

Die Kondition der Polynomialen Interpolation ist besonders bei einer grofien Anzahl von Stiitzstellen
(n > 7) ein Problem. Da das entstehende Polynom besonders an den Randstellen extrem oszillieren
kann.

13



Polynom - Splines

Definition

Anstatt alle Punkte durch ein gemeinsames Polynom zu interpolieren, wird der Bereich in mehrere
Intervalle unterteilt und fiir jedes Intervall ein eigenes Polynom erstellt, welches dann an den
Intervallgrenzen mit den anderen Polynomen “zusammengeklebt” wird.

Ein Spline s(x) von der Ordnung m bzw. mit Grad m — 1 ist eine Kette von Polynomen mit Grad
m — 1, welche jeweils zwischen zwei Stiitzstellen die Funktion interpolieren. Aulerdem ist s(x) auf
dem gesamten Intervall jeweils m — 2 mal stetig differenzierbar ist.

Beispiel:

e m =1 — Stiickweise konstante Funktion, Treppenfunktion
e m = 2 — Stiickweise lineare Funktion, stetig
e m = 3 — Stiickweise quadratische Funktion, stetig und einmal stetig differenzierbar

Kubische Splines

Fiir den Fall m = 4 erhélt man kubische Splines. Diese eignen sich gut fiir die Interpolation von
Datenpunkten, da sie einfach zu berechnen sind und eine gute Approximation liefern.

Durch geeignete Herleitung, erhélt man fir jedes Teilintervall folgende Basisfunktionen:

ay(t) =1—3t> 4263
as(t) = 3t% — 263
as(t) =t — 22 + 13
ay(t) =3 —

Damit erhdlt man fiir die Funktion s(z) folgende Form:

s(x) =px*i (a:;xl) = pi(t)

%

:yi-al(t)+y*i+1-a*2(t)—|—hi-yi'Oég(t)+hi'y*i+1/'064(t)

Diese Formel garantiert, dass:

s(xs) = v Vi
$(Tit1) =Yiy1 Vi
s'(i) = y; Vi
$'(Tiv1) = Yipr Vi

Der Fehler fiir kubische Splines kann durch |f(x) — s(x)| = O(h*) abgeschiitzt werden. Dies ist
wesentlich besser als bei der Interpolation durch ein einziges Polynom.
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Hierbei benétigt man allerdings die Ableitung des gewiinschten Polynoms an den Stiitzstellen. Sollten
diese aber nicht bekannt sein, kénnen diese unter der Annahme von 2-mal stetiger Differenzierbarkeit
folgendermaflen ermittelt werden:

4 1 Y Y2 — Yo — %?JS
! J—
4 y‘z 3 Y3 . %
. - h .
1‘ Lll y:L—Z Yn—1 — ynf}B
y:/hl Yn — Yn—2 — éy;l

Abbildung 5: Berechnung der Ableitungen

Somit miissen lediglich die Ableitungen in den Randpunkten des Interpolationsintervalls miissen
angegeben werden.

15



Trigonometrische Interpolation

Definition

Bei dieser Form von Interpolation werden die Basisfunktionen durch Sinus- und Kosinus-Funktionen
ersetzt. Diese Form der Interpolation ist besonders gut geeignet, wenn die zu interpolierenden
Datenpunkte periodisch sind.

Um den Rechenaufwand zu minimieren behilft man sich der komplexen Darstellung von Sinus- und
Kosinus-Funktionen. e = cos(6) + i sin(6)

27i

Die verwendeten Stiitzstellen liegen gleichverteilt auf dem Einheitskreis. Es gilt: z; = e™ 7

Der kontinuierliche Interpolant ist gegeben durch: z; = €2 ¢ € [0, 1]

Das resultierende Polynom hat die Form:

n n
p(t) _ § :Ck . Zk _ § ek - eQTrzkt
k=0 k=0

Diskrete Fourier Transformation

Es soll eine Interpolation gefunden werden die die gleichverteilten Punkte P = [(z0,%0), (1, ¥1), - - -, (%0, Yn)]

interpoliert. Hierbei ist w = e** die n-te Wurzel von 1.

1 111 @ w2 oot m
N : : . : :
Cn1 1 an—t 2=y =Dy

Man erhélt jetzt also die Werte [(fo,co), (f1,¢1),- -+, (fn-1,¢n—1)]. Welche jeweils die Frequenz und
die Amplitude der jeweiligen Basisfunktionen darstellen.

Damit kann das Polynom p(t) berechnet werden.

Inverse Diskrete Fourier Transformation

Die Inverse Diskrete Fourier Transformation ist die Umkehrung der Diskreten Fourier Transformation.
Sie berechnet die Funktionswerte y; aus den Koeffizienten c;.

" 11 1 1 co
m 1w w? oo ownt e
Yn—1 1 wnfl w2(n71) w(n71)2 Cno1
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Fast Fourier Transformation

Die Fast Fourier Transformation ist eine effiziente Methode zur Berechnung der Diskreten Fou-
rier Transformation. Sie ist eine rekursive Methode, die die Berechnung der Diskreten Fourier
Transformation in O(nlogn) durchfiihrt.

Algorithmus:
o Divide:
1. Teile die Daten in zwei Teile auf. Einmal die geraden und einmal die ungeraden Indizes.

2. Wiederhole Schritt 1 fiir die beiden Teile, solange bis nur noch ein Wert tibrig ist.
¢ Konquer:
1. Kombiniere jeweils die geraden und ungeraden Werte eines Teils zu einem neuen Wert.
2. Wende dazu den Butterfly Operator an.
- [aj, bj] — [ij + wjbj7aj — wjbj]
* j bezeichnet dabei den Index des der Operation im jeweiligen “Batch”.

17



Numerische Quadratur

Problem

Gegeben sei eine Funktion f(z), die auf einem Intervall [a, b] definiert ist. Wir wollen nun die Fliche
unter der Kurve numerisch f(z) berechnen. Die Integration kann auch als gewichtete Summe der
Funktionswerte auf einem Gitter gesehen werden.

I(H=QU)=> g v
=0

Idee: Anstatt eine komplizierte Funktion zu integrieren, und diese womoglich sehr oft ausrechnen
zu miissen, um die benétigten Stiitzpunkte zu erhalten, kénnen wir die Funktion durch Polynome
interpolieren und dann die Flache unter dieser Polynome exakt berechnen.

an - [ " ey = / @)

Hierbei stellt f(x) = p(z) die Interpolationsfunktion dar.

Sonderfall: Wenn man p(z) mittels Lagrange Interpolation berechnet, kann man die Resultierenden
Faktoren vorberechnen.

Kondition der numerischen Quadratur

Wenn alle gewichte g; der Interpolation positiv sind, dann ist die die numerischen Quadratur gut
konditioniert. Der Fehler des Ergebnisses ist dann proportional zum Fehler der Eingabedaten.

Sollten jedoch manche Gewichte negativ sein, dann ist die numerische Quadratur schlecht konditio-
niert.

Algorithmen

Rechteckregel

Die Rechteckregel ist die einfachste Form der numerischen Quadratur. Hierbei wird die Flidche unter
der Kurve durch ein Rechtecke abgeschétzt. Im gesamten Intervall [a, b] ergibt sich dann:

Qn(f) :H'f<a+b>

2

Fiir das Integrationsintervall der Lange H wird also der Mittelpunkt berechnet und eine Konstante
Funktion durch diesen Punkt gelegt. Dieses einfache Polynom wird nun exakt integriert.

Der entstandene Fehler bei dieser Variante ist in O(H3 - f”(£)).

18



Trapezregel

Ansatz: Die Fliache unter der Kurve kann im Intervall [a,b] auch durch ein Trapez abgeschitzt
werden. Dieses Polynom wird nun exakt integriert.

Der entstandene Fehler bei dieser Variante ist immer noch in O(H? - f(€)).

Kepler’sche Regel

Anstatt die Funktion f(z) durch ein lineares Polynom abzuschétzen verwenden wir ein quadratisches
Polynom. Dieses Polynom wird nun exakt integriert.

Fiir das Intervall [a, b] ergibt sich:

(fla)+4-f (%) + f(b))

Qr(f):=H- 5

Die Fehlerordnung ist hier in: O(H® - f*)(¢)).

Trapezregel mit mehreren Teilintervallen

Die Trapezregel kann auch auf mehrere Teilintervalle der Lange h = b*Ta angewendet werden. Hierbei
wird die Flache unter der Kurve in Jedem Intervall durch ein Trapez abgeschitzt.

Auf dem gesamten Intervall [a, b] ergibt sich:

fo
2

+f1+f2+"'+fn71+fl)

Qrs(f) :=h-( 5

Der Fehler ist hier in O(H - h% - f"(€)).

Simpson’sche Regel

Die Simpson’sche Regel ist eine Erweiterung der Trapezregel. Hierbei wird die Funktionin Jedem
Intervall durch ein Parabel-Polynom abgeschétzt.

Auf dem gesamten Intervall [a, b] ergibt sich:

Qss(f)== - (fo+4-fi+2-fo+4d-fs+- - +2: - foo+4: fac1+ fn)

wl =

Der Fehler ist hier in O(H - h* - f((€)).

Nicht gleichmiflige Gitter

Um mehrere Abtastpunkte am Rand des Intervalls konnen die Abtastpunkte auch anders gewéhlt
werden.

1—cos(i"’)

n

ri=a+H- 5

Extrapolation
Bei der Extrapolation wird die numerische Quadratur mit verschider Anzahl von Teilintervallen

berechnet. Die daraus resultierenden Ergebnisse werden dann intelligent miteinander kombiniert
(extrapoliert), um so ein um ein Vielfaches genaueres Ergebnis zu erhalten.
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Qrs(f:h)
h

2 —

T .
f“ sin(x)dx

1.5 —

I [ | A
hiy=% h3=73 ha=35 hh=rx

h ‘ hi ho hs ha hs heg
Qrs(f;h) | 0 1.571 1.896 1.974 1.993 1.998
error 2 0429 0.104 26-1002 7.1073 2.10°3

Abbildung 6: Extrapolation

Monte Carlo Integration

Bei der Monte Carlo Integration wird die Flidche unter der Kurve durch eine grofle Anzahl von
Zufallszahlen abgeschétzt. Dabei wird die zu integrierende Funktion f(z) in einen Bereich eingebettet,
der die Flache unter der Kurve umfasst. Die Zufallszahlen werden nun in diesem Bereich verteilt. Die
Anzahl der Zufallszahlen, die unter der Kurve liegen, ist proportional zur Flidche unter der Kurve.

Gaussian Quadrature

Bei der Gaussian Quadrature werden die Gewichte und die Stiitzstellen der Interpolation so gewéhlt,
dass die Interpolation exakt ist.

Bei n Stiitzstellen ergibt sich eine maximale exakte Interpolation von Polynomen der Ordnung
2n —1.

Zum Beispiel:

/_1 fe(w) -dz = Zwi < fr(ws)

Erstelle Gleichungsystem fiir fi, € {1,z,22,23,...,}

Archimedes Quadrature

Eine Divide-and-Conquer Variante der Integration. Hierbei wird iterativ die Fldche unter einer
Kurve bestimmt, indem man Teilflachen konstruiert, die sich immer weiter an die Fliache anndhern.
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Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme sind ein sehr wichtiges Thema in der Mathematik. Mit ihnen lassen sich
Matrix-Vektor-Produkte, Eigenwerte, Differentialgleichungen ... berechnen.

Arten von Matrizen

Volle Matrizen

Eine volle Matrix ist eine Matrix, in der die meisten Elemente nicht Null sind. Sie wird auch als
dicht bezeichnet.

Sparse Matrix

Eine Sparse Matrix ist eine Matrix, bei der die meisten Elemente 0 sind. Diese Nullen tauchen oft in
einem speziellen Muster auf.

Beispiel:

10 0 0 O
01 0 0O
Diagonalmatrix =0 0 1 0 0
0 0010
0 00 01
110 0 0
111 00
Tridiagonalmatriz= [0 1 1 1 0
0 01 11
0 00 11
111 00
10 01 0
BandedMatriz= |1 0 0 0 1
01 0 01
0 01 11

Losungsverfahren

Es gibt zwei verschiedene Arten von Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme:
1. Direkte Verfahren
o Bei diesen Verfahren wird (bis auf Rundungsfehler) das exakte Ergebnis berechnet.
2. Indirekte Verfahren
e Bei diesen Verfahren wird iterativ ein Ndherungswert berechnet.

Die offensichtliche Losungen, das Gleichungssystem einfach durch invertieren der Matrix zu l6sen,
sowie die Cramer-Regel sind fiir grofle Matrixen unbrauchbar, da sie sehr viel Rechenzeit benttigen.
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Vektor Normen

Eine Vektor Norm besitzt folgende Eigenschaften:

lz]| >0 (positivitét)
lz]| =0 (nur wenn z = 0)
lz+y| <|z|+ |yl (Triangulare Ungleichung)
laz|| = [alllz]|  (Skalierung)

Beispiele fiir Vektor Normen:

Euklidische Norm:

Manhattan Norm:

Maximum Norm:

Matrix Normen

Eine Matrix Norm wird von einer Vekor Norm abgeleitet. Sie wird definiert als:

1Al = max || Az]]

[lzll=1

Die Kondizionszahl einer Matrix ist definiert als:

max| || |=1 || Az||
A)= —M——
K( ) minHzH:lﬂAwH

Bei einer invertierbaren Matrix ist x(A) = ||A|| - |[|A71]].

Kondition Losen von Gleichungssystemen

Der relative Fehler der Losung eines Gleichungssystems, bei denen alle relativen Fehler kleiner als e
sind, ist:

[|0]] < 2ek(A)
l[zl| = 1 —er(A)

Somit wird auch der Fehler sehr schnell grof}; wenn die Kondition der Matrix grof ist.

Das Residuum

Das Residuum ist definiert als r := b — AZ. Wobei & die Anndherung von z ist.
Der Fehler hiangt nicht umbedingt vom residuum ab. & kann auch als exakte Lésung von einem

gestorten Gleichungssystem verstanden werden.

r=b— AT < At =b-r
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LR-Zerlegung

Ziel: Az = b zu losen.

Art: Fiihre Gauss-Verfahren durch und Speichere die Verwendeten Koeffizienten in einer Matrix L
ab.

Speichert man sich die verwendeten Koeffizienten fiir jede Zeilen-Subtraktion Elementweise in
einer neuen Matrix ab erhdlt man L. Zusammen mit R, der vom Gausverfahren iibriggebliebenen
Dreicksmatrix, kann man A mit A = LR wiederherstellen. Man erhélt also eine Faktorisierung von
A.

Dadurch kann man Az = LRx = L(Rz) = b 16sen.

Cholesky-Zerlegung

Bei der Cholesky-Zerlegung wird eine Matrix A in eine Matrix L und deren Transponierte L7
zerlegt.

Dadurch kann das Gleichungssystem Az = b mit halber Rechenzeit gelést werden. Die asymptotische
Komplexitit ist jedoch immernoch O(n?).

Pivotsuche

Bei der Pivotsuche wird die Zeile mit dem gréfiten Element in der Spalte, bzw. der restlichen Matrix
gesucht.

Damit kann verhindert werden, dass bei der Berechnung der Zeilensubtraktions-Koeffizienten, durch
0 geteilt wird. Aulerdem werden die benétigten Faktoren und Fehler kleiner.

o Partielle Pivotsuche

— In der Spalte wird nach dem betragsmafig grofiten Element gesucht.
— Die Zeile wird mit der Zeile mit dem gréfiten Element vertauscht.

« Totale Pivotsuche

— Es wird nach dem gréfiten Element in der gesamten Rest-Matrix gesucht.
— Es miissen womdglich Zeilen und Spalten vertauscht werden.
* Dabei miissen auch eventuell die Elemente im Losungsvektor vertauscht werden.

Die Umordnung der Matrix und der Vektoren dndert nichts an der Losung des Gleichungssystems.
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Ordinary Differential Equations

Definition

A differential equation is an equation that relates one or more functions and their derivatives. An
example of a differential equation is y(t) = y(t)

The difference between ordinary and partial differential equations is that ordinary differential
equations only have one independent variable, while partial differential equations have more than
one independent variable.

The Heat Equation is an example of a partial differential equation.
up(,t) = uge(z, 1)
Nearly all physical phenomena can be described by differential equations. But a differential equation

does not specify a unique solution. There is a need for additional constraints to determine a unique
solution.

Such constraints appear in:

o Initial conditions
¢ Boundary conditions

Initial Conditions

Initial conditions describe the state of the system at the beginning of the simulation. For example:

y(0) =1
y(0)=0

Boundary Conditions

Boundary conditions describe the state of the system at the boundary of the simulation. For example:

Analytical Solution

In simple cases, a differential equation can be solved analytically. This means that the solution can
be expressed in terms of elementary functions. This is not always possible.

Lipschitz Condition

The Lipschitz condition is a necessary condition for the existence of a unique solution to a differential
equation. It states that the derivative of the solution must be bounded.
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dy
“l<r
’dt =

Condition of Differential Equations

In general differential equations are ill conditioned. This means that small changes in the input can
lead to large changes in the output. This is a problem for numerical methods.

Differential Equations as Integration Problems

A differential equation can be seen as an integration problem. The solution of the differential equation
is the integral of the right hand side of the equation.

t+ot
y(t+0t) = y(t) + /t J(b)dt

Numerical Solutions

Let 4(t) = f(¢,y(t)) be a differential equation. With ¢ € [a, ] and y(a) = yq-

Finite Difference Method / Euler Method

The finite difference method is a numerical method for solving differential equations. It is based on
the Taylor expansion of the solution.

The derivative of the solution is approximated by a finite difference.

dy _ y(t+t) — y(t)
dt ot

This yields to the following approximation of the solution:

y(a + 6t) = y(a) + ot - f(a,y(a))
Yk+1 = Yk + 0t - f(tr, yx)

The Euler method corrisponds with the rectangular rule for numerical integration.
The Error of the Euler method is:

L l(;t - 0(6t)

o C5t — (9((%)
Euler Method in Python

def euler(f, tO0, yO, dt, n):
t = t0
y = y0

for i in range(n):
y =y + dt*f(t,y)
t =1t + dt
return y
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Method of Heun

The method of Heun uses two steps of the Euler method to improve the accuracy of the solution.

ot
Yk+1 R Yk + 35 (f(trsyr) + ftrsr, yn + 0t - f(te,yr)))

The method of Heun corrisponds with the trapezoidal rule for numerical integration.
The Error of the method of Heun is:

oI5t = O((6t)?)

o e5 = O((61)?)
Method of Heun in Python

def heun(f, t0, yO, dt, n):
t = t0
y =y0

for i in range(n):
y =y + dt/2x(£(t,y) + £(t+dt, y+dt*f(t,y)))
t =t +dt

return y

Runge-Kutta Method

The Runge-Kutta method is a generalization of the Euler method. It uses multiple steps of the Euler
method to improve the accuracy of the solution.

ot
yk+1%yk+€-(T1+2-T2+2'T3+T4)

where
Ty = f(tr, yx)
ot ot
Tzzf(tk‘F?»yk‘f'?‘Tl)
ot ot
T3:f(tk+5»yk+E‘T2)

Ty = f(ty + 0t,yx + 6t - T3)

The Runge-Kutta method corrisponds with the Kepler rule for numerical integration.
The Error of the Runge-Kutta method is:

o 5y = O(((St)‘l)

o e5 = O((61)h)
Runge-Kutta Method in Python

def rungeKutta(f, tO0, yO0, dt, n):
t = t0
y =y0

for i in range(n):
T1 = £(t,y)

T2 = f(t+dt/2, y+dt/2xT1)
T3 = f(t+dt/2, y+dt/2xT2)
T4 = f(t+dt, y+dt*T3)

y =y + dt/6%x(T1 + 2+«T2 + 2*T3 + T4)
t =t +dt
return y
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Consistency and Convergence

e Local Discretization Error:
— This is the error which happens in a single step of the numerical method, if we suppose
that the starting conditions are known exactly.
¢ Global Discretization Error:
— This is the error which accumulates ver the whole simulation, if we suppose that the
starting conditions are known exactly.

Local Discretization Error

The local discretization error is the maximum error which arrises from a single step of the numerical
method.

lss = max
t€la,b]

If limg;_,0 l5: = O then the method is called consistent.

Global Discretization Error

The global discretization error is the maximum error between the numerical solution and the exact
solution.

= —y(t
est k:IglaXN\yk y(te)|

yeeey

If limg; 0 es¢ = 0 then the method is called convergent. This means that increasing the number of
steps leads to a better approximation of the solution.

Multistep Methods

Multistep methods are numerical methods for solving differential equations. They use the solution
of the previous steps to improve the accuracy of the solution.

Adams-Bashforth Method

The Adams-Bashforth method works by replacing f with a polynomial approximation of f. This
polynomial is then integrated exactly.

ot
Ykt N Yo+ 5 B flth,yn) — f(th—1,Y—-1))
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Iterative Methods

Introduction

Many Problems occuring in real life require solving a system of linear equations. However, in many
cases, the system of equations is too large to be solved analytically (Gauss-Elimination: O(n?)). In
this case, iterative methods are used to solve the system of equations numerically. Most appearing
matrices also have a specific shape (sparse, diagonal-dominant,. .. ) which can be exploited to improve
the performance of the methods.

Terminology
The convergence of an iterative method is defined as the following:
|x(i+1) -z <ec- \x(i’) —Z®

If a=1A0<c< 1 the method converges linearly.
If a =2A0< c<1 the method converges quadratically and so on.

There exist methods which don’t converge globaly. That means that there exists a solution x which
is not found by the method. Such methods only converge if the starting guess z(°) is close enough to
the solution.

All linear iterative methods converge globaly.

Relaxation Methods

Relaxation methods are iterative methods for solving linear systems of equations. They use the
residual to improve the solution.

r® =p— Az = — 40

Where () is the residual at Iteration-Step 4, b is the right hand side of the equation, and z(" is the
approximation of the solution at Iteration-Step i.

Richardson Iteration

The Richardson Iteration is the easiest way of updating the guessed solution. It works by just adding
the Residual each step.

2D = @) 4 @)
The Update can also be written in Matrix form:

L) — 2) | (0
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Richardson Iteration in Python

def richardson(A, b, tol=le-6, max_iter=1000):

x = np.zeros_like(b)
for i in range(max_iter):

r=>b-A0x

Xx=x+r

if np.linalg.norm(r) < tol:

break

return x

Jacobi Iteration

The Jacobi Iteration is an improvement of the Richardson Iteration. It uses the diagonal-dominant
property of the matrix to improve the convergence speed.

If you use a for-loop based implementation, in order to not overwrite the values of the previous
iteration, the update-vector needs to be precomputed. This needs to be done, becausethe residual
r=b— Az changes with every step.

IN0)

Ye = — T
Qkk

The Update can also be written in Matrix Form:

2D = () 4 p=1,.0)
where D is the diagonal-row part of matrix A.

Jacobi Iteration in Python

def jacobi(A, b, tol=le-6, max_iter=1000):
x = np.zeros_like(b)
for i in range(max_iter):
r=b-ACx
x = x + np.diag(l / np.diag(A)) @ r
if np.linalg.norm(r) < tol:
break
return x

Gauss-Seidel Iteration

The Gauss-Seidel Iteration is an improvement of the Jacobi Iteration. It uses doesnt use a freezed
residual during each update step. Instead it recalculates the residual after each improvement and
uses the improved residual for future steps.

k—1 n
r,(;) =by — Z aij;lﬂ) — Z aijg-l)
=1 =k

Already updated x Old x
L0
Y = L
akk
(i+1) (4)
xk = l‘k + Yk

The update can also be written in Matrix Form:

x(i""l) — x(l) + (DA + LA)_l’I“(i)
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where D4 is the diagonal-row part of matrix A and L 4 is the lower-triangular part of matrix A.

Gauss-Seidel Iteration in Python

def gauss_seidel(A, b, tol=le-6, max_iter=1000):
X = np.zeros_like(b)
for i in range(max_iter):
r=b-ACx
X = x + np.linalg.inv(np.tril(A)) @ r
if np.linalg.norm(r) < tol:
break
return x

In all of the Methods above a damping-factor 0 < o < 2 can be used to improve the convergence
speed. () = 2() 4 o).

SOR Iteration

The SOR Iteration is an improvement of the Gauss-Seidel Iteration. It uses a damping-factor « to
improve the convergence speed.

20D = 20 4 o(Dy + L)~ tr®

convergence of those Methods

¢ Due to construction of the methods, there only exists one possible solution for x if the iteration
converges

o If the spectral radius of the iteration matrix is less than 1, the iteration converges
o If A is positive-definite, the SOR method (and therefore the Gauss-Seidel method) converges
o If A is strict diagonal dominant, the Jacobi and Gauss-Seidel methods converges

The smaller the spectral radius (|largest eigenvalue|) of the iteration matrix, the faster the iteration
converges.

In generall, the finer the mesh, the bigger the spectral radius. This is bad for big simulations.

Minimization Methods

Linear systems of equations can also be solved by minimizing a function.

For example:

fl@) = %xTAm — vz
f(x) = Az — b= —r(x)

= fl(z)=0 <= Az =50

Method of Steepest Descent

The Method of Steepest Descent is an iterative method for minimizing a function. It works by taking
the steepest descent of the function at each step.

A0 4O
0T
&= T 400

2D — 20 _ g 4@
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Steepest Descent in Python

def steepest_descent(A, b, tol=le-6, max_iter=1000):
x = np.zeros_like(b)
r=b-ACx
for i in range(max_iter):
alpha = (r.T@r) / (r. T @ A @ 1)
x = x + alpha * r
r =r - alpha*A @ r
if np.linalg.norm(r) < tol:
break
return x

Discussion Steepest Descent

e The convergence can take arbitrary long. For Example A = I and b = 0.

Conjugate Direction Method

The Conjugate Direction Method is an iterative method for minimizing a function. It works by
taking a step in the correct direction at each step. (The error in the ¢ + 1-step is orthogonal to all
the errors in the previous steps.)

d® =b— Az
o P T (41
LT T OO
00
&= T Ap )

d(i+1) _ r(i+1) + 57,d(2)
20D — 40 g, AgO)
PO ) _ g Ad®)

Conjugate Direction in Python

def conjugate_direction(A, b, tol=le-6, max_iter=1000):
x = np.zeros_like(b)
r=5b-A0Qx
d=r
for i in range(max_iter):
alpha = (r.TQ@r) / (d.T @ A @ d)
X = X + alpha * d
r_new = r - alpha * A @ d
beta = (r_new.T @ r_new) / (r.T @ r)
d = r_new + beta * d
r = r_new
if np.linalg.norm(r) < tol:
break
return x

Discussion Conjugate Direction
e Is a direct solver: Korrekt solution after n iterations
e The finer the Mesh, the slower the convergence

e Can be improved with a Precondition-Matrix

— Solve M~ Az = M~1b instead of Az =b
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Root finding of Nonlinear Systems of Equations

Bisecting Method

If a function f(x) is continuous and has a root in the interval [a, b], then the root can be found by
bisecting the interval.

Algorithm:

1. Choose a and b such that f(a)- f(b) <0

2. Choose ¢ = “t and calculate f(c)

3. Determine the new interval, where the root is located. [a, c] or [c, b]
4. Continue until |f(c)| < e

Bisecting Method in Python

def bisect(f, a, b, tol=le-6, max_iter=1000):
for i in range(max_iter):
c=(a+b) /2
if f(c) == 0 or (b - a) / 2 < tol:
break
if f(c) * f(a) < O:
b=c
else:
a=c
return c

This method converges globaly-linearly. But its easy to compute.

Regula Falsi Method

The Regula Falsi Method works similar to the Bisecting Method, but uses a different formula to
calculate the midpoint.

The new midpoint is calculated by the intersection of the line between (a, f(a)) and (b, f(b)) and
the x-axis.

Regula Falsi Method in Python

def regula_falsi(f, a, b, tol=le-6, max_iter=1000):
for i in range(max_iter):
c=(ax*xf(b) -bx*£f(a)) / (£(b) - £(a))
if f(c) == 0 or (b - a) / 2 < tol:
break
if f(c) * f(a) < 0:
b=c
else:
a=c
return c

This method converges globaly-linearly. But its easy to compute.

Secant Method

The Secant Method works by calculating the tangent of the function at the last two points and
calculating the intersection with the z-axis.

Algorithm:

1. Choose z¢ and z1 and calculate f(z) and f(z1)

2. Draw a line between (zg, f(z0)) and (z1, f(x1)). Let 25 be the intersection with the z-axis.
3. Continue with 1 and x5 ...
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Secant Method in Python

def secant(f, x0, x1, tol=le-6, max_iter=1000):
for i in range(max_iter):
x2 = x1 - f(x1) * (x1 - x0) / (£(x1) - £(x0))
if f(x2) == 0 or abs(x2 - x1) < tol:

break
x0 = x1
x1 = x2

return x2

This method converges globaly-linearly. And locally with a rate of 1.618.

Newton-Raphson Method

The Newton-Raphson Method works by using the derivative of the function to calculate the next
point.

Algorithm:

1. Choose xy and calculate f(xg) and f/(zo)
2. Draw a line through (zg, f(zo)) with slope f’(x). Let x; be the intersection with the z-axis.
3. Continue with x; and f(z1) and f'(x1) ...

Newton-Raphson Method in Python

def newton_raphson(f, df, x0, tol=le-6, max_iter=1000):
for i in range(max_iter):
x1 = x0 - £(x0) / df(x0)
if f(x1) == 0 or abs(xl - x0) < tol:
break
x0 = x1
return x1

This method converges localy-quadraticly. But it requires the derivative of the function. So it requires
two function evaluations per iteration.

Multidimensional Root Finding

When dealing with multiple dimensions, the concept of a Derivative needs to be extended to a
Jacobian Matrix.

Jacobian Matrix

The Jacobian Matrix is a matrix of partial derivatives of a function.

r([2]) = [ < [z

afL  d
oy |an gl 2w @
ofs  9f 5  cos(y)

81‘1 81}2

Newton-Raphson Method for Multidimensional Systems

Analog to the 1D Newton-Raphson Method, the multidimensional Newton-Raphson Method works
by using the Jacobian Matrix to calculate the next point.

In 1D, the next point was calculated by:

. . @)
2D — () _ f(@™)
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In Higher Dimensions, the next point is calculated by:

L0+ — () (F’(a:(i)))*l -F(Jj(i))

But inverting a matrix is computationally expensive. So the method uses LU-Decomposition to solve
the equation.

Algorithm:

1. Choose z and calculate F(xo) and F'(xo)
2. Factorize F'(z¢) = LU.

3. Solve Ly = —F(xg) and Us = y.

4. Update x¢ with o + s.

Newton-Raphson Method for Multidimensional Systems in Python

def newton_raphson_multidim(f, J, x0, tol=le-6, max_iter=1000):
for i in range(max_iter):
L, U, _ = scipy.linalg.1lu(J(x0))
y = scipy.linalg.solve_triangular(L, -f(x0), lower=True)
s = scipy.linalg.solve_triangular(U, y)
x0 = x0 + s
if np.allclose(f(x0), 0, atol=tol):
break
return x0

This method converges localy-quadraticly. But it requires the Jacobian Matrix of the function.

It is very expensive as it needs to solve a linear system for each iteration.

Improved Newton-Raphson Methods for Multidimensional Systems

1. Newton chords method
o Idea: Reuse the Jacobian Matrix for several iterations.
2. inexact Newton method
o Idea: Instead of solving the linear system exactly, solve it approximately. with a inner
loop.
3. quasi-Newton method
o Idea: Approximate F'(x) and update it in each iteration.

Multigrid Methods

Multigrid Methods are a class of iterative methods that are used to solve linear systems.
It is used to improve Relaxation Methods.

Our previous Relaxation Methods were pretty good at reducing high frequencies noise, but failed to
reduce low frequencies noise efficiently.

Main Idea: Reduce high frequencies noise with a coarse grid and few iteration steps. The create a
finder grid and use the coarse grid as a starting point. On this finer grid, the low-frequency noise
from bevore becomes high-frequency noise. And can again be reduced with a few iteration steps.
Repeat this process until the desired accuracy is reached. And prolongate the solution up to the
finer grids.

Algorithm:
Given:

o A, A, describing the linear system on the fine and coarse grid.
e by, b. describing the right hand side on the fine and coarse grid.

1. Create a coarse grid ). and a finer grid Q. with width h, = 2h¢.
2. Smooth the solution z. on Q. with a few iteration steps.
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N ot w

Compute the residual ry = by — Ajz..

Interpolate 7 to Q..
Find e, such that A.e, = r..
prolongate e, to Q.

subtract ey from x¢. And repeat from step 2.
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Eigenvalue Problem

Eigenvalues are very important in numerics. For example when solving Linear Systems of Equations,
the eigenvalues of the matrix are used to determine the condition of the system.

For symmetric A, the kondition number is given by:

it measures the maximum ratio of the relative error accumulated in the computation.

Symmetric Eigenvalue Problem

The symmetric eigenvalue problem is defined as:

Ax = Mx

where A is a symmetric matrix and x is a vector. It is well-conditioned.

Naive Algorithm

The Standard Algorithm for solving eigenvalue problems is the characteristic polynomial method:

p(A) =det(A—AI)=0

The roots of the polynomial are the eigenvalues of A.

This way of solving is ill-conditioned.

Vector Iteration

Power Method

The power method is a simple iterative method for finding the largest eigenvector of a matrix A.
It works by calculating the matrix-vector product A*xy and normalizing the result.

The algorithm is as follows:

1. Initialize x¢ to a random unit-vector
2. wk) = Az

3.zl = % (normalize)

4. Repeat steps 2 and 3 until convergence

The korrisponding eigenvalue is given by:

A = (200)T g (®)

This method requires O(n?) operations per iteration. The solution konvergess linearly (q:A—f) to

the eigenvektor with the largest eigenvalue. The convergence of the eigenvalue is quadratic.
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The Convergence rate can be improved by shifting the eigenvalues. This is done by calculating the
eigenvalues of A — oI and shifting the eigenvalues by o.

Ideally o ~ (A2 + Af)/2. Where Ay is the eigenvalue furthest from As.

Inverse Iteration

The inverse iteration is a simple iterative method for finding specific eigenvalue of a matrix A.
Given a guess p.

Idea: Perform the power method on the (A — ul)~! matrix. After reshifting, this finds the closest
eigenvector to u.

The algorithm is as follows:

1. Initialize x¢ to a random unit-vector
Solve (A — pl)w®) = 2(*)

gt = % (normalize)

Repeat steps 2 and 3 until convergence
Calculate \* = (z(*))T Az®) +

S W

This method is dominated by the cost of solving the linear system. However: The matrix stays the
same, so using LU decomposition or Cholesky decomposition the cost of solving the linear system
can be reduced to O(n?).

It converges linearly to the eigenvektor with the eigenvalue closest to p. The convergence of the
eigenvalue is quadratic.

Rayleigh Quotient Iteration

The Rayleigh Quotient Iteration is a simple iterative method for improving a guess for the eigenvalue
of a matrix A.

Idea: Use the Rayleigh Quotient to compute a better guess for the eigenvalue. It uses the incresingly
better approximation of the eigenvalue to improve the guess.

The algorithm is as follows:

1. Initialize xg to a random unit-vector
2. pk) = (x(k))TAx(k)

3. Solve (A — ) Nw®) = z*)

4. g+ = % (normalize)

5. Repeat steps 2 and 3 until convergence

This method converges linearly to the eigenvektor with the eigenvalue closest to pu. But the
convergence of the eigenvalue is now qubically.

However, the Matrix changes at every iteration, so the cost of solving the linear system is O(n?).

QR Iteration

The QR Iteration is a simple iterative method for finding all eigenvalues of a matrix A.

Idea: Compute similar matrices Ay wich converge to a diagonal matrix. The diagonal elements are
the eigenvalues.

The algorithm is as follows:

1. Initialize Ag = A

Calculate A = QR with @ orthogonal and R upper triangular
Apy1 = RQ

Repeat steps 2 and 3 until convergence

The eigenvalues are the diagonal elements of Ay

St D
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QR Decomposition

The Idea of the QR Decomposition is to decompose a matrix A into a product of an orthogonal
matrix @ and an upper triangular matrix R.

This is equivalent to finding an orthogonal Matrix G such that GA = R, because it follows that
A=GTR.

It works by applying a sequence of rotations (Givens-Rotations) to zero out subdiagonal elements of
A.

Example R2:

R A:{lﬁ l’z}
I3 X4

« G= 1 e
2.2 |
Titx; o X1

— G describes the rotation of the first column of A to the z1-axis (§ = arctan (%))

In higher dimensions the Rotation works similar. In each step the Matrix is rotated by a 2d-rotation,
to zero out the subdiagonal elements.

Cost

The Naive way of performing QR-Decomposition is O(n®). Because you need to apply O(n?) matrix-
multiplications. But you can reduce the cost to O(n3) because only two rows are changed at a time
due to the rotations.

The Convergence of the QR-Iteration to the eigenvalues is linear. If you combine this method with
shift-operations you can improve the convergence to quadratic.

The corrisponding Eigenvectors can be computed by using inverse iteration with the corresponding
eigenvalue.

Improving the Convergence

All the Methods above, are relatively slow, because the Matrix has many non-zero elements. So we
can improve the convergence by transforming the problem into a sparse matrix.

Householder Transformations

Using reflections, we can transform a matrix into a matrix with a lot of zeros. This is done by
applying a sequence of Householder transformations to A.

New Algorithm:

1. Transfom A into a triangular matrix A’ using Householder transformations (O(n?))
2. Perform QR-Iteration on A’ (O(n?) because only one diagonal row needs to be zeroed out)
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Cheatsheet

Float
IEEE Floating Point

Sign Exponent Mantissa

Bits 1 8 23

e Sign: 0 = positive, 1 = negative
¢ Exponent: e wird um 127 erhéht

¢ Mantissa: 1. + 23 bits

Machinengenauigkeit
o« p= Blft
mit B Basis und ¢ Mantissenstelle (inklusive impliziter 1)

Dadurch wird der maximale relative Abstand zwischen zwei Zahlen festgelegt.

Runden

Es wird immer gerundet. Falls die Zahl genau in der Mitte liegt, wird auf die néchste gerade Zahl
gerundet.

Der maximale relative Rundungsfehler ist: €,,qcn < p

Ausloschung

Ausléschung tritt auf, wenn zwei dhnlich grofle Zahlen mit dhnlichen Mantissen subtrahiert werden.
Dabei gehen signifikante Stellen verloren.

Kondition

o Eigenschaft des Problems
e Um wie viel kann sich die Losung verdndern, wenn man die Eingabe leicht dndert?

CO’I’LdabS (f, q;) = W

z-f'(x)
f(=@)

Grundrechenarten {4, —} sind schlecht konditioniert.

EeTrTrel | —
Sz -
z

condye(f,x) =

Stabilitat

o FKigenschaft des Algorithmus
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o numerisch stabil <= abweichendes Ergebnis kann durch leicht abweichende Eingaben erklért
werden

¢ Grundrechenarten sind numerisch stabil

o Komposition von numerisch stabilen Algorithmen nicht umbedingt numerisch stabil

1. Berechnung der Gerundeten Funktion rd(f):

e FErsetze alle Operationen op durch op
—aopb=(aopb)- (14 e€re)
—€1-€:=0

2. Untersuche, ob der relative Fehler unendlich grof§ werden kann.

_ | rdth@)—f ()
* Crel = @)

Interpolation

Basispolynome
« Bernsteinpolynom / Bezierpolynom:
Bpi(z) = (})a'(1 — )"
X(t) =321 biBni(t)
e Lagrangepolynom:
Lyi(z) = H?:O,j;éi qi:?,

p(@) = 3o Yilmi(@)

Interpolationfehler

_ _ (n+1) n o _
F(@) = p@) = Lo T (@ — o)

Bei gleichméBig verteilten Stiitzstellen ist der Fehler O(h"™*1).

Aitken-Neville Interpolation
Interpolation-Wert wird bestimmt. O(n?)
Lohnt sich bei wenigen zu bestimmenden Werten.

Eignet sich gut, zusétzliche Stiitzstellen im Nachhinein zu ergénzen.

Xy Z\k‘ 0 1 2
ro 0 po po1
T1 1 Y P11
T2 2
o Pik =Pik-1+ o (Pivik-1 —Pik-1) = R ——— (v — <)

Newton Polynominterpolation / Dividierte Differenzen
Interpolation-Polynom wird bestimmt. O(n?)

Lohnt sich bei vielen zu berechnenden Funktionswerten.

Eignet sich gut, zusétzliche Stiitzstellen im Nachhinein zu ergénzen.

Es brauch jedoch jeweils O(n) um das Polynom bei z zu berechnen.

z; Nk 0 1 2

o 0
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Z; iNk 0 1 2

X1 1 Y1 C1,1
x9 2 Y2
_ Ci+1l,k—1—Cik—1 __ W
L] : = =
Ci,k Titkh—Ti Thdiag—Trow

o P(x) = co0+ co1( —20) + cop® — o) (@ — 21) + -+ + con [[[g (= — )

Runge Effekt

Bei hohen Polynomgraden oszilliert das Interpolationspolynom an den Réndern stark. Losung:
Abtastpunkte an den Ridndern erhéhen (Clenshaw-Curtis-Interpolation z; = a + H - M),
oder Splines verwenden.

Stiickweise Hermite-Interpolation

Benotigt: Py = {(T0,Y0,Yp)s---» }

Hermit Basispolynome

1. Ho(t) =1 — 3t% + 2t3
2. Hy(t) =3t —2t3

3. Hy(t) =t — 212 + 13
4. Hy(t) = —t* + 3

Die Interpolationsfunktion soll jeweils zwischen zwei Punkten interpolieren:

o Spiivn(t) =yi- Ho(t) + yiy1 - Hi(t) +y; - h- Hao(t) + iy - h- Hz(t)
o mit ¢;(x) = 2= € [0,]1]

LTit+1—Tq

Sio,1)(to(x)) fir = € [zg, 1]
S,z (t1(2)) fiir = € [21, o]

Stn—1,n)(tn—1(z)) filr @ € [2,_1, 2]

Splines
Benotigt: Pr, = {(x0,%0),- .-, }, y, und y.,.
Bei Splines fordert man C2-stetigkeit.

Dafiir berechnet man die Steigungen, welche die Splines an den Stiitzstellen verbinden.

41 Y Y2 — Yo — - yp
Yo Y3 — Y1
14 : 3. :
. 1 . h
’ yn—2 Yn—1 — Yn—3
1 4 Yn 1 Yn — Yn—2 — Byl

Damit hat man alle Steigungen, welche die Splines an den Stiitzstellen verbinden. Somit kann man
mit Py = {(z0,¥0,%;), - - -, } Hermit interpolation durchfiihren.

Fourier Transformation

Eingabe: Punkte = {(vg), ..., (vn—1)} gleichméBig verteilt
w = 627Ti/n

Gesucht:
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e p(t) = Zz;é cr - 2Rt mit ¢ € [0,1]

Berechne c:

DFT
CO 1 ]. e 1 ’UO
c1 T D L O 2 (U 1
RN : :
Cn_1 1 w(n—l)l o w(’n—l)(n—l) Up—1
DFT Matrix
IDFT
1}0 1 1 . 1 CO
vy 1 wl'l . whn=1) c1
vn;l 1 w(”;l)‘l ... w(”_li'("_l) Cn;l
IDFT Matrix
Zusammenhang
DFT(v) = 1 . IDFT(v)
DFT(v + w) = DFT(v) + DFT(w)
DFT(IDFT(v)) = v
IFFT

Butterfly-Operator:

[ai] [aj +w 'ba}

[bj] a; — wd - bj
1. cepen = {CO7 C2y .-y Cn72} und coqq = {017C37 o 7Cn71}
2. even = IFFT (cepen) und odd = IFFT(coqq)
3. w= e?‘n’i/n
4. kel0, 5 —1]
o v = eveny + Wk - oddy, fiir k € [0, 5 —1]
o VUpiz = eveny — Wk - oddy, fiir k € [0, 5 —1]
5. v={vg,...,0n—1}
Integration
Rechteckregel

Qr=H - f(“£%)
RR — _H3 . f”(f)

24
Trapezregel
Qr =4 - (f(a) + f(b))
Rr = HS . f/i(j)
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Trapezsumme
Qrs =h- (PP + (1) ++-+ fln—1) + 1)

RTS — hQH_ fl(;)

Keplersche Regel
Qr =4 - (fla) +4f(*52) + (1)

_ 5. [
Ri = H 355

Simpsonsumme
Qss =5 (F(0) +4f(1) +2f(2) +4f(3) + - +2f(n — 2) +4f(n — 1) + f(n))

(4)
RSS — h4H . flggﬁ)

Romberg-Integration

Kombiniere Trapezsummen unterschiedlicher Schrittweite h, und schétze mit extrapolation den Fall
h — 0. ab.

h; iINk 0 1 2
boa 0 Qrs(f,h = h;)
boa 1 Qrs(f,h = hy) Q1,1
. 2 Qrs(f.h = hy) Q21
Qi = Qoo + Libsimimtent = oSN
i—zk 1 #diag 1
h< "‘7‘0’“1

Alternativ: Extrapoliere die Punkte {(ho, Qrs(f, ho)), (h1, @rs(f,h1)),...,} in einem Koordinaten-
system und schéitze den Wert fiir h = 0 ab.

Fehler: [p(0) — I(f)| = O(h? - ... - h?)

Gauss-Quadratur

Idee: Integral als Summe von Funktionswerten an unregelméfligen Stiitzstellen mit verschiedenen
Gewichten.

f;pk(x) dr = Yo w; - pr(x;) mit k € [0,2n — 1]

Bei einem Polynom von Grad n kénnen n Gleichungen aufgestellt werden (z.B. po(z) = 1,p1(x) =
x,...). Nun muss man die Stiitzstellen z; und die Gewichte w; bestimmen.

Mit n Punkten kann man Polynome von Grad 2n — 1 exakt integrieren.

Archimedes

Néhere die Fldche mit Dreiecken an. In jedem Schritt werden neue Dreiecke hinzugefiigt um die
Fléche noch besser abzuschétzen.

Lineare Gleichungssysteme

Kondition von Matrizen

Die Kondition ergibt sich als Verhéltnis der grofiten zu der kleinsten Eigenwert der Matrix.

_ maz (AT A symmetrisch?
R(A) = [ 1A = /Ao (ATA) /Ay (A TAT) = [ nalTAY A sy

Amaz (A) }
Amin(A) |
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Residuum

r=b—AZ=-A - (z—2%)
~——

error e

Gleichungsysteme werden iterativ gelost, indem das Residuum immer wieder reduziert wird.

Gauss Elimination
Laufzeit: O(n?)

1. loop j von 0 bisn —1
1. loop kvon j+1bisn—1
1.omy; = — Sk

aj.j
2. loop i von j+ 1 bis n
Loaks = ap; +my;-ajz
3. by = by, +myj - bj
2. loop j von n — 1 bis 0
1.oa; = aj],j
2. loop kvonn —1bis j+1
Loz =x; —ajr-xg
3. Tj = Ty

aj,j

Spaltenpivotisierung

Bevor die Elimination durchgefithrt wird, wird die Zeile mit dem gréfiten Betragswert der derzeitigen
Spalte mit der aktuellen Zeile vertauscht. Dabei muss der Vektor b auch vertauscht werden.

Zeilenpivotisierung

Bevor die Elimination durchgefiihrt wird, wird die Spalte mit dem groten Betragswert der derzeitigen
Zeile mit der aktuellen Spalte vertauscht. Dabei muss der Vektor x auch vertauscht werden.

Totalpivotisierung

Man kann auch Zeilen und Spalten gleichzeitig vertauschen. Um das betragsméflig grofite Element
aus der restlichen Matrix an die aktuelle Position zu bringen.

LR-Zerlegung
Laufzeit: O(n?®) konstruktion, O(n?) Auswertung

1. Fithre Gauss Elimination durch, aber speichere die Multiplikatoren —my, ; in einer Matrix L.
(Hauptdiagonale von L ist 1)

2. Die Matrix R ergibt sich aus der Matrix nach der Elimination.

3. A=LR

Zum Berechnen der Losung LR x = b, wird erst L y = b gelost und dann R x = y geldst. Beide
Schritte sind O(n?).

Cholesky-Zerlegung

Laufzeit: O(n?) konstruktion, O(n?) Auswertung Braucht aber in der Praxis nur halb so viel Zeit
und Speicherplatz wie die LR-Zerlegung.

1. loop j von 0 bis n —1
j—1
L L= \/ Ajj = Yo Lk
2. loopivon j+1bisn—1
A i— i1 Lik-Ljx

.. = k=0
1. L;; = i

Es gilt A= LLT.
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Differentialgleichungen
y/ = f(t7 y)

Trennung der Variablen

y = flty) = P =9)x fy) = 75 = 9(t) - dt = [ 75 = [g(t)dt

Falls die Steigung immer endlich ist, ist durch die Lipschitzbedingung sichergestellt, dass die Losung
eindeutig ist und existiert.

Explizites Euler-Verfahren

Yk+1 = Yk + 0t - f(t, y)
Die Ordnung des Verfahrens ist O(dt).

Dieses Verfahren tendiert dazu der Funktion hinterher zu hinken.

Implizites Euler-Verfahren

Yre1 = Yp + 0t f(tpst, Ynat1)
Diese Gleichung wird auf yx11 aufgelost. Gegebenenfalls muss die Losung iterativ berechnet werden.

Die Ordnung des Verfahrens ist O(dt).

Dieses Verfahren tendiert dazu der Funktion voraus zu sein.

Heun-Verfahren

Yk+1 = Yk + % (f (e yr) + f (frerr, y + 0t f(te,yr)))
Die Ordnung des Verfahrens ist O(5t2).

Runge-Kutta-Verfahren
Y1 = Y + 2+ (Ty + 2T + 2T5 + Ty)

mit
Ty = f(te,yr)
ot ot
T2=f(tk+5,yk+5'T1)
ot ot
T3=f(tk+5,yk+§'T2)

Ty = f(tes1, yrx + 0t - T3)

Die Ordnung des Verfahrens ist O(dt%).

Mittelpunktsregel

Yk+1 = Yh—1 + 20t - f(tk, yk)
Mehrschrittverfahren

Der Erste Schritt wird hierbei mit dem expliziten Euler-Verfahren berechnet.

Lokaler Fehler

Der lokale Fehler ist der maximale Fehler, der bei einem Schritt entsteht. Angenommen alle Schritte
vorher waren korrekt.

Globaler Fehler

Der globale Fehler ist der maximale Fehler, der bei allen Schritten entsteht.
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Konsistenz

Ein Verfahren ist konsistent, wenn der lokale Fehler mit kleineren Schritten gegen Null geht.

Stabilitdt (ode)
Ein Verfahren ist stabil, wenn es gegen kleinen Storungen (runden. .. ) unempfindlich ist.

Eigenschaft des Verfahrens.

Steifheit

Diferentialgleichung ist steif, wenn der lokale Fehler nur mit sehr kleinen Schrittweiten gegen Null
geht.

Konvergenz
Ein Verfahren ist konvergent, wenn der globale Fehler mit kleineren Schritten gegen Null geht.
Bei Einschrittverfahren gilt: Konsistenz =—> Konvergenz.

Bei Mehrschrittverfahren gilt: Konsistenz + Stabilitit <= Konvergenz.

Iterative Gleichungsloser
r=Az—b

Richardson-Iteration

2] =l i)

Oder: 20+ =z + - (b — Ax)

Jacobi-Iteration

yl(cz) — ﬁ i 7“;(;)
x}(:‘-s-l) _ xg-s-l) " y](:)

Oder: (D) = ¢ + (Diaga)™" - (b— Az)

Gauss-Seidel-Iteration
7 k—1 i+1 n 7
r =t = Y -l

y,(;) — ﬁ . ’I“](:)

II(;H) _ xﬁf) La. ?Jz(f)

Oder: #(Y) = 2 + (LowerTriang)” " - (b — Az)

Steepest-Descent-Iteration

) (T (i)
iy _ ()"
al) = T Ar®

x(i+1) = x(l) _|_ a(l) . r(i)
Conjugate-Gradient-Iteration

Konvergiert nach n Schritten zur idealen Losung. Da in jedem Schritt ein Eintrag der Losung exakt
berechnet wird.
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Nullstellen

Bisektionsverfahren

. Berechne die Funktionswerte an den Endpunkten f(a) und f(b).
. Berechne den Funktionswert in der Mitte f(c).

. Wahle den Teilbereich, in dem sich die Nullstelle befindet.

. Wiederhole

W N

Regula Falsi

1. Berechne die Funktionswerte an den Endpunkten f(a) und f(b).

2. Verbinde die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) mit einer Geraden. Berechne den Schnittpunkt mit
der x-Achse. Und berechne f(c).

Waihle den Teilbereich, in dem sich die Nullstelle befindet.

4. Wiederhole

@

Sekantenverfahren

1. Starte mit zwei Startwerten xg und x;.

2. Berechne die Funktionswerte an den Endpunkten f(z¢) und f(z1).

3. Bestimme die Gerade durch die Punkte (xo, f(z0)) und (z1, f(z1)). Und finde den Schnittpunkt
mit der x-Achse. Und berechne (z3, f(x2)).

4. Wiederhole mit Punkten (z1, f(x1)) und (x2, f(z2)) ...

Newton-Verfahren

(i+1) _ () _ fD)
T T ED)

Symetrische Eigenwertprobleme

Gut Konditioniert

Reyleigh-Quotient
Aus einem Eigenvektor v folgt der Eigenwert .

T
_ v -Aw
A= vT .y

Fiir |[v|] =1 gilt A =0T - A -0

Power-Iteration

(i+1) _ _Aax®
r = A=)

Konvergiert zu einem Eigenvektor mit dem (betragsméfig) grofiten Eigenwert.

O(n?) pro Iteration. Konvergenz Eigenvektor: O(n), Konvergenz Eigenwert: O(n?)

Durch Shifting (A — pI) kann man alle Eigenwerte um —z verschieben.

Die Konvergenzrate ist ¢ = \i—ﬂ mit Ay der grofite Eigenwert und Ao der zweitgrofite Eigenwert.

Um alle Eigenwerte iterativ zu berechnen, muss man die Matrix A nach der bestimmung von A; in
A" = A — \jvv! transformieren. Die neue Marix hat die Gleichen Eigenwerte, aber ohne ;.

Inverse-Iteration

Um Einen Speziellen Eigenwert in der ndhe von p zu bestimmen, wird die Power Iteration auf der
Matrix (A — puI)~! durchgefiihrt.

Wenn man (A — pI)z*+1) = 2() durch iterative Gleichungssystem loser auf 2(*+1) umformt muss
man die Matrix nicht invertieren. Der Vektor x muss nach jedem Schritt normalisiert werden.
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Der Vektor = konvergiert zum Eigenvektor des Eigenwertes in der ndhe von p.

LU-Zerlegung, beschleunigt die Berechnung.

Rayleight Quotient Iteration
Ahnlich wie Inverse Tteration, aber (A — u*)I) wird jedes mal neu berechnet. mit p*) = (2*)T Az*
Konvergenz des Eigenwerts: O(n?)

Sehr teuer, Eigenvektoren konvergieren jedoch immer noch O(n)

QR-Zerlegung
A =@ - R mit @ Orthogonal und R Obere Dreiecksmatrix.

Finde ein G sodass GA = R eine obere Dreiecksmatrix ist. und G orthogonal ist. Dies kann mit
Givens Rotationen erreicht werden, welche jeweils Eintrédge der Matrix auf O drehen.
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